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RESOLUCION DE RELACIONES DE RECURRENCIA
LINEALES NO HOMOGENEAS CON COEFICIENTES
CONSTANTES A TRAVES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS

RESUMEN:

La resolucidn de relaciones de recurrencia es
un tema de vital importancia para abordar distintos
tipos de problemas en matemdtica e informdtica.
Tradicionalmente, los textos de Estructuras Discretas,
que proponen métodos deresolucionderecursividades
lineales, se basan en el planteamiento de ecuaciones
polindmicas dificilmente programables. Este articulo
expone un método fundamentado en el uso de valores
y de vectores propios, brinda la facilidad, por un lado,
de ofrecer soluciones suficientemente generales y por
otro, de utilizar un enfoque que permite su programa-
cién de una manera relativamente sencilla.

Palabras clave: sucesiones, recurrencia, valores,
vectores, propios, no homogéneas.

ABSTRACT:

The resolution of recurrencia relationships is a
topic of vital importance to approach different types
of problems in mathematics and computer science.
Traditionally the texts of Discreet Structures that
propose methods of resolution of lineal recursividades,
are based on the position of polynomial difficultly
programmableequations. Thisarticle exposesamethod
based in the use of values and own vectors, it offers the
easiness on one hand of throwing sufficiently general
solutions and for other, of using a focus that it allows
its programming in a relatively simple way.

Key words: successions, recurrencia, values, vec-
tors, own, not homogeneous.

INTRODUCCION

Las relaciones de recurrencia, por su na-
turaleza, manifiestan la necesidad de determinar

Enrique Vilchez Quesada
Universidad Nacional de Costa Rica
Escuela de Informdtica
evilchez@una.ac.cr

de forma explicita mediante algin método o
técnica, el t€rmino n-ésimo de la sucesion que
representan.

El presente articulo tiene por objetivo
resolver este problema para un tipo especial
derelacién de recurrenciallamada recurrencia
linealno homogénea con coeficientes constan-
tes de orden k.Lapropuestaes el complemento
de una serie de dos algoritmos desarrollados
con anterioridad,para resolver relaciones
de recurrencia lineales, pero estrictamente
homogéneas.

Una relacion de recurrencia lineal no
homogénea de orden k con coeficientes cons-
tantes para una sucesion (S ) es aquella

neINU{0}
de la forma:

n+l< ﬁkl nH(k— l)+ﬁk2 nHk=: 2)+ +ﬁl n+l+ﬁOSn+f(n)

Siendo los ,8 nuimeros reales fijos Vj, j € IN
u{0},0<j < k-1 que junto con las k condi-
ciones iniciales

S=c,cE€IRVj,jEINU{0}.0<j<k-1

determinan de manera unica los elementos
de la sucesion.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Pretendemos generar un método me-
diante la aplicacion de los valores y vectores
propios, que nos permita caracterizar el término
n-ésimo de una sucesion definida por una
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relacién de recurrencia lineal no homogénea
de orden k con coeficientes constantes.

Dada una relacion de recurrencia de este
tipo:

n+k_ﬁk 17 k= 1)+ﬁk 2 nk= 2)+ +ﬁ1 n+l+ﬁOSn+f(n)

junto con las k condiciones iniciales S=c,0
<j=<k—-1siendo los ﬁ y los ¢, nimeros reales
fijos Vj, jEIN U{O} 0<j < k—1. El método
que aqui desarrollamos se fundamenta en el
siguiente sistema de ecuaciones:

o+ B8, +B,S, +f(n)

S = ﬁk*lsrw(k*l) +ﬁlwzsn+(A*2) +

§n+(k—1) =S, 1)
Soit-2) = Suse2)
Sml = Sn+l

Este sistema escrito, en forma matricial,
puede expresarse como

X, =AX,+B o

siendo,

Bk-1 Br2 0 P Po

1 o - 0 0

A= 0 1 -+ 0 O |unamatrizkxk
: : oo : | con entradas reales y
0 o - 1 0

£(n)

vectoresen R *

Sn+(k*1)

X = Sn+{k—2) ,B=

S 0

n

En 2.1 se observa aplicando un método
iterativo progresivo que

X, =AX,+B

X,=AX,+B=A(AX,+B)+B=A’X,+4 B+B

X, =AX,+B=A (AX,+ 4 B+B)} B=A’X,+A> B+ A B+B
X, =A"X,+A"" B+A4"? B+--+A-B+B

En consecuencia, se intuye la siguiente
generalizacion:

X =A"X +A""B+A">B++A-B+B,Vn< IN
(2.2)
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El resultado 2.2 se puede demostrar con
mucha sencillez utilizando el primer principio
de induccién matemadtica. Omitiremos esta
demostracion.

Al observar 2.2 notamos que nuestro
problema queda completamente resuelto si
logramos calcular A" con I<sh<n, h€IN, pues
al desarrollar A"X +A""-B+A">B++A-B+B
nosinteresaobtener ladltima filade esta matriz
que nos devuelve de manera explicita a S".

Si A es una matriz diagonalizable,
sabemos que existe una matriz invertible
P y una matriz diagonal D formada por los
valores propios de A, tal que: A=PDP~". Esto
nos permite hallar A"Vh, h € IN, pues por
induccién matemdtica se puede comprobar
que: A"'=PD"P-"

Enel articulo Valores propiosy las suce-
siones definidas de forma recursiva (Vilchez
y Monge, 2001), se demostré que la matriz A
es diagonalizable si'y solo si todos sus valores
propios son simples, ademds, se probé que:

g( B lk ro /11]:1
_ R (2.3)
Pl Py
1 2 k
1 1 1
siendo A, 4,, ..., 4, los valores propios de

la matriz A. Adicionalmente, en la citada
publicacién, se demostré que el polinomio
caracteristico de A viene dado por:

—BA-B, (2.4)

Entonces, si la matriz A no es diago-
nalizable (tiene valores propios de multipli-
cidad algebraica mayor estricta a uno), esta
se puede reducir por medio de una matriz
de Jordan. Por resultados conocidos de la
teoria de matrices, con certeza sabemos que
para cualquier matriz cuadrada A es posible
encontrar su forma candnica de Jordan, sin
embargo, ¢cudl es el procedimiento que se
aplica para ello?

P(A)=A-B,_A""=B, A=
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En términos generales dada una matriz
AEM,(IR) con valores propios distintos dos
a dos A,4,.....,A ~de multiplicidad algebraica
T\l e, TESPECtivamente, si suponemos que los
subespamos propios E, V , jEIN, 1< j < m son
de dimensiénuno, y s1end’oX Jun vector propio
asociado a XJVJ JEIN,1<j< < m el método que
utilizaremos se basa en formar y resolver los

siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
- J_ xyJ
(4-2,1,)x] = x,

(A _j‘jlk)X{ =X2j

conr; =1 (2.5

(A _j'jlk )Xr/, = X;{;—l

A cadauno de los vectores X/, X/, X/, se
les llama vectores propios generalizados o gene-
ralisimos de A asociados al valor propio /1j.

Hallando estos vectores propios ge-
neralisimos \ , JEIN, 1 <j <m, es posible
obtener la matriz de transicién P ' la cual
viene dada por:

O X TIX) X2 X2 TTXTTX) Xy T1X")

Observe que por cada vector propio X/se
forman r, columnas en P~ Isi r=1 entonces el
tinico vector que serequiere paracompletar las
r,columnas correspondlentes enestamatriz, es
el vector propio X/y en este caso, por tanto, no
se debe hallar algtin vector propio generaliza-
do. Ademds, si algin subespacio propio E, es
de dimension . € IN, t.# 1 existen ¢, Vectores
propios asociados a /'L/ hnealmente/mdepen-
dientes y en consecuencia se requerirdn r, —t,
vectores propios generalizados para formarlas
r columnas correspondientes en P!,

Centremos ahora nuestra atencion en
como hallar la potencia n—ésima de una
matriz de Jordan. Dada una matriz de Jordan
de la forma:

B(4) 0 0 - 0

0o B((1,) o 0

J=| 0 0 B,(4) 0
0 0 0 B,(1,)

Es notable su estructura diagonal, en
consecuencia se puede inferir que:

)y o 0 =0
o B®RY o - 0
J'=| 0 0 (8, (,1 )Y 0 |[VmnenN
0 0 0 (B W)
(2.6)

Es decir, la potencia n—ésima de una
matriz de Jordan se puede calcular al obtener
las potencias n—ésimas de los bloques que la
constituyen, sin embargo, ;cémo se calculan
dichas potencias? Para dar respuesta a esta
pregunta se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea B = (b, )EM (IR) un bloque
de Jordan de la forma
Asii=j
bij= 1sii=i+l

0 en otro caso

2 1 0 - 0 0)
0 1 1

es decir: B =
0 - A 1
0 0 A
entonces Bn=(cij) €M (IR)Vn,n <IN es tal que:
Asii=j
c= ¢i"”si‘j= i+1 con I=1,2,....r—1
i (n=D1!
Osii>j
o bien:
A" infl!i]!/l'rl G nz!izv;“i2 Tn=1 r+lir 1i’1” ™
0 l” ”]lylnl W/’{nuz
B =|: : " :
0 0 W,l‘
0 0 A"

Prueba. Procedamos por el primer principio
de induccion.

Paran=1, B=(1)=>B"=(1") conlo cual
queda probado el teorema en este caso.
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Supongamos por hipdtesis de induccién que para algun &, k € IN, B* = (c')) es tal que:

Hsii=j

1
K Alsi j=i+lconl=1,2,...,r -1
(k-1)n
Osii>j
Probemos el teorema para k+l Sea B +1=(c, ) € M _(IR): B+1=B,: B por definicién de
potencia de matrices => ¢, —Z c b ; Por deﬁmclon del producto de matrlces
Consideremos los siguientes casos:
a)i=j
_r ! —_! '
Ci _/E‘lcihbhi_c i1b1i+ ci2b2i+"'+ c b pteet Clrbrt

=0+0+...+0+4-2*+0+...4+0=2*! por definicion de By la hipdtesis inductiva

b) j:i+l con [=1,2,....,r—1

| !
cii+1 h=1 czh bhz+l_c b + ¢ 2b2 +l+ -+ cn+l lbi+l—1i+1+ Cz'i+l bi+1i+l+ cii+l+l bi+l+lz+l+ -+ Ctr bn+/
=0+0+...+ k! M=l 142 k! +0+...+0 por definicién de By la hipdtesis inductiva
(k+1-D!(I-1) (k=D

_ k! k+1-1 + k! k+1=0] I4k+1-
NSNS [ ANk L]

_ k! k+1-1 k +1 (k + 1)' P
S (k+1-1)C 1) (k+1—1)1v
c)i>j
I—hZc b—c b+c b+ +c b+ b+ D+ +cb
Ciir1 The J=1j i+l g+l 7ty

=0+0+...4+0-1+0-4+0+...4+0=0 por definicion de By la hipdtesis inductiva

ik+151 i= ]
(k+1)‘ Ak+1-1

REGE

Osii>j

si j=i+/lconl=12,...,r-1

Estos resultados nos permiten crear un modelo general pararesolver relaciones de recurren-
ciano homogéneas lineales de cualquier orden cuando los valores propios tienen multiplicidad
algebraica mayor estricta que uno. Supongamos que la ecuacion caracteristica tiene m solucio-
nes distintas dos a dos 4 ,4,,...,m con rnult1pl1c1dades algebraicas r r,,...,r, respectivamente. A
partir de estas condiciones sabemos que A"=P~'J"P Vn, n € IN U {0} con:
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BGY o 0 0
o BGYy o

J" = 0 0 B,G,) - 0 por 2.6

(=]

0 0 0 B0

donde cada B, (1) es un bloque de Jordan de orden r;y P es la matriz de transformacion de
semejanza de la forma canénica de Jordan de A. Ademids, por el teorema 1 tenemos que:

n—rj +1

D e WA vy ¥ VR oy oy WY
0 A whmA (ﬁ)(—z)i

nr+2

Bj (i./ )=

0 0 '(ﬁmi;;_l
0 0 A

J

Asf, para determinar las columnas de la matriz P~', hemos observado que por cada valor
propio /'L de multiplicidad algebraica r;se forman g columnas de P~'. La primera de ellas
corresponde al vector propio (A, 1/72,..., 1,1) asociado a 1.y las otras r,—1 columnas estdn
constituidas por r,—1 vectores proplos generallslmos asociados a 4.

El nimero mdximo de vectores propios generalisimos que es necesario encontrar en este
método, es igual a k—1 y lo anterior ocurre cuando de la ecuacidn caracteristica se obtiene una
unica solucidn. Si a lo sumo se requieren k—1 vectores propios generalisimos, a continuacion
se explicard como encontrar estos vectores.

Para el caso dos por dos, el vector propio generalisimo requerido es (1,0). Los vectores
propios generalisimos asociados a /1 para el caso tres por tres son (2&/,1,0) y (1,0,0). Para el
caso cuatro por cuatro, los vectores proplos generalisimos asociados a /1 son (3;{2 22, ,1,0) B4,
1,0,0) y (1,0,0,0). Para el caso cinco por cinco son (4/1* 3/12 2/1 1,0) (6/12 3/1 1 0, 0) (4/1 1,0,
0,00y (1,0,0,0,0) y para el caso seis por seis corresponden a: (5/'L 4/1‘ 2/'L 1 0) (10/1“ 6/'L2 13/1.
,1,0,0) (10&2 M »1,0,0,0) (5&,1,0000) y (1,0,0,0,0,0).

Si formamos por cada grupo de vectores, afiadiendo el vector propio original una matriz
de coeficientes por fila para cada potencia de /'Lj, se obtiene lo siguiente:

b A
sz 1 1
0 1
BN A
1 1 1
H 3’ =0 2 1
0 0 1
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SR )
1 1 1 1
HI = 0 3 2 1
0 0 3 1
0 0 0 1
non o hohA
1 1 1 1 1
|04 3 21
J _
Hs=1p 0 6 3 1
0 0 0 4 1
0O 0 0 0 1
NN B NN
1 1 1 1 1 1
0 5 4 3 21
H! = 0 0 10 3.1
0 0 0 10 4 1
0O 0 0 0 5 1
0 0 O 0 1

La matriz H/ € M, (IR) Vi, i € IN = 2
representa la matriz de coeficientes del vector
propio original y los vectores propios genera-
lisimos asociados a A, para el caso i por i. Lo
interesante de cada una de estas matrices trian-
gulares superiores radica en sus i diagonales
nonulas. Observe, porejemplo, las diagonales
no nulas de la matriz H/el tridngulo numérico
que estas forman viene dado por:

1

1 21
1 3 31
1 4 6 41
1 510 10 5 1
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que corresponde al tridngulo de Pascal conn=5.
Lo anterior significa que las diagonales H/ de
la matriz estdn constituidas por coeficientes
binomiales.

En términos mds generales, es posible
concluir por induccidn finita que:

AT Ao
k-1 k-2 [ (1]
LI
k-1 [
0[]
71 =
0

ﬂ - 1) _J
J *ﬂ j‘ :}
el

Hl.j = (0
L 3 12
. . -1 .'k_z
0 0 0 } }
k2] k-2
0 0 0 0

Q2.7)

Lamatriz H/ del vector propio original y
los vectores propios generalisimos asociados
a A, nos permite completar las rjcolumnas de
P~'por cada /lj, con j=1,2,...m.

A partir de los resultados es posible
expresar la potencia h-ésima de la matriz A
en 2.2 como:

A'=pT"P-! (2.8)
siendo 7 una matriz diagonal o una matriz de
Jordan segun sea el caso.

Si en 2.2 sustituimos la matriz A utili-
zando 2.8 entonces, se obtiene:

X =PT"P~'X,+ PT""'P"- B+ PT"*P~"- B+...+ PT°P""B
>X =PT'P~'X, + P(T"'+T"+.+1° -P""B  (2.9)

El resultado 2.9 proporciona un método
general para resolver relaciones de recurren-
cia lineales no homogéneas con coeficientes
constantes de cualquier orden. En la seccion
siguiente se exponen demostraciones formales
que resuelven recursividades de orden dos y
tres, sin embargo, el algoritmo explicado a
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través de estos casos particulares, permite de-
ducir un método de resolucion en recurrencias
de orden mayor.

RELACIONES DE RECURRENCIA
LINEALES NO HOMOGENEAS DE
ORDEN DOS

Método de resolucion

Dada la relacion de recurrencia:

ﬁl n+l+ﬁ0 ,,+f(n)

sujeta a las condiciones iniciales S= c,,

§,=c,. Tenemos segin 2.4 que el polino-
mio caracteristico definido por la matriz

A= [‘i' /(3)0] corresponde a P(A)= >~f3 1=,

Este polinomio puede tener dos raices
y distintas o iguales. Si las raices 4,y 4, son
distintas, la matriz 7 en 2.9 es una matriz
diagonal de la forma:

2,0
=4

Ademds, por 2.3:

[
e A A, ap | AR A
I T I R L
A7 A

Por tanto, en 2.9:

_ Alif(ﬁ_’lz ’1.3112 )_;Llen(l‘(jlz _/11 A,(f/lz )
=X { /‘LI’(AITAZ —;Lzﬁ)— /1; (ﬁ—;{]i‘i“lz) +...

P A A e |
0 Ar'+Ar+.+1

P% ’ Pl.f(n)
0 4 0

R e
- { /‘L?(’lliiz 4 7.2/11 )7 A (ZEA -, A,i";_z) o

(”)111 f(n)lll/l
f(n) i - _ f ; -1
S ey e

- E-/l';( = /‘Lv} A) ’1213( —'/17 —4, A,r;.z)*'m

) 22 (e .

f 775
f(") l | f(n) A I
A1 /L*l:

-1 Aflz -

Se asume en este desarrollo que ningin
valor propio esigual auno, si asifueraentonces.
Finalmente, con esta restriccion:

_;Ln [lj 177"/7}—/1" [/»# ﬂ'114);}"'

S A=l ) -1

At Ay, el A,

3.1)
En caso contrario:

x,;“"ﬂ —)“(E |
/1( -7 ) '1”( i 7)“1 /1,—'11)

fn A,‘,l

c

~ 1

es decir:
ot E e J‘”‘ (o, J

Si A,=A,, entonces segun 2.6:

A 0
=11 2,

Ademds, por 2.7:
A1 . 01
P=ly o PP 4,
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En 2.9:
A onA! P ¢,
=P - N +...
X" P L A C

P (P4 T2t TP E(é”)}

. Ew,"co

P A AL (D) A+ (m2) A+ . p Af(n)
0 A At 441 0

+nAr ! (¢, = A c A, — A cy) .
Are,+nArt (e, = Ac,)

A Are,+ndi (e, = A e ))+AT(c,— Ac,
=X = +...
" Alc,+ndi ! (e, = Ac,)

0 A1

-1 1 2 )
P20 Gy Eoaoy A Tnd) | o E‘(")]

Este resultado se justifica pues:
1 nmn-1) si x=1

1 l
() 1)? x (x—1)*

2=

(n+x—nx) si x#l

(3.3)

Lo anterior es comprobable por induc-
cion matemadtica. Luego:

~ A @Arc,+nAi (¢, = A e ))+AN (e~ Ac,) .
3 Ale,+ndi (e, = Ac,)

- Qe tf (1) 2, (s = 725 (kA= nid )
F) A, (s~ s (nd, = nd )

- A Are,+nli! (c A CHAN(C = A cp) +..
P e, 100 2, o nA ) + A (e~ 2,6)

£ (U1 n) A (s~ (n, nz.»}
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Finalmente:

| el
s, co+f(n)( 5 zlﬂ(””““"))”" @ 45.)
(34)

n=1

sullil en caso contrario, Z(/ ¥h= 1 Snm=hy
AT AT 4 4= n es decir:

Yo A Are,+nArt (e, = A e )+AN (e, = Ac) +f (mn +5 f(m)n A (n=1)
! Acy+ + fmn(n=1)+ ndr ' (¢~ /1 )

de donde:
S, = s+ L o= 1)en e - 1,)

3.5
Ejemplos

Ejemplo 1. Definamos la sucesion recursiva
S =S . +6S +8n—10sujetaalascondiciones

iniciales §,=2,S =1. Formando el sistema de
ecuaciones:

Sn+2 = _Sn+l
Sn+l = Sn+l

+65, +8n-10

se tiene que la matriz asociada al sistema es
[—1

A=
1

-1
dadas por X, = 5

6 .. L. .
o) Y las condiciones iniciales estdn

. El polinomio caracte-

ristico de la matriz A es: P(A)= A*+A—6 cuyas
raiz son A =2y A,==3. Por 3.1 tenemos que
S corresponde a:

s, =§2"n —2n+%(—3)'n -2 +%(—3)' +gvn,n61Nu{o}

Ejemplo 2. Definamos la sucesion recursiva
S =28 =8 +3" sujeta a las condiciones
iniciales S =1, Sn:3. Formando el sistema de

ecuaciones:
ne2 = 2Sn+l - Sn
nel = Sn+l
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se tiene que la matriz asociada al sistema es
-1 . L .
A= [ﬁ 0 } y las condiciones iniciales estdn

3 . . L.
dadaspor X, = U .Elpolinomio caracteristico

de la matriz es: cuya vnica raiz es Por 3.5
tenemos que corresponde a:

S, = 2n+%3"n(n—1)+l‘v’n,n c€INuU P}

RELACIONES DE RECURRENCIA
LINEALES NO HOMOGENEAS DE
ORDEN TRES

Método de resolucion

Dada la sucesion:

3 =ﬁ2Sn+2 +ﬁ1Sn+1 +ﬁ0Sn +f(7’l)

sujeta a las condiciones iniciales S, = ¢,
S =Cy S = C, el polinomio caracterls-
thO definido para la matriz 4 segin 2.4 estd

dado por: P(A)=A"-BA*~B A-f,.

Las raices 4, 4,, 4, de este polinomio
derivan tres casos posibles: que sean distintas
dos ados, que dos de ellas sean iguales, o bien,
quelastresraices seaniguales. A continuacidn,
resolveremos cada caso por separado. Si las
raices son distintas dos a dos, la matriz 7 en
2.9 es la matriz diagonal:

Por 2.3:

R
~
S
~
Se

P=|A A A

1 1

—_

- 1 Ao+l - /’{ X
Dyt 2y=IyAy=1 Ay+A3=Ays-1 2 Aytiz=AoAh-1
=>P_] N 1 Ayl _ A3
R R Y Y N I I L VPN Ry=Ay =3 +2,0
A+l Ay
Ty + 25 a2y Jo=Ay+23=20%

1
I =Ay 23252

Luego, en 2.9:
A0 0 c,
X,=P|0 X 0P c |+
0 0 X Ien
/()
P+ 4 kT ) P 0
0

M(m o -/MMEM G ;\—/»m—ll +Aks + 2 TR -Mida=hods+ills

p _ i ) .
}”2(4371.&4,;.3 T O B R T B

e
" o . Mt o )
’13(12 i O i P e
A Iy | 0 0 f'(n]
P. 0 PG Ly | 0 P
0 0 AT AT 4] 0
> X =

"
WAt 1 i u +Iols bs W -Mda=hodatialls

n o _ Mh+ls ) )
/1 (; Aida 4425 -AbA Gz PRI +/11}‘3 DB =Dy AhAs=Aos

1 22 2h42

N
,, o M+l )

}”3(1}24,/12-1.13_12/1; 1 Bty —iia T +hda 1+Mz-/1,;;-/1 A

%Al -

ar 00 £(n)

2 -1

PO £ o |P] 0

0 0 4 0
> X =

M(ﬁ%dz—lw%% 1;,%,4, FYRYIN }"Zﬂ'wmz:mmm

n o _ M+ls ) ) .
A () /1113 Wb =hida4hids—rals

iy L Tty iy

FEp

n o Jitha < )
/l( Ftitaiiodahs ) Terhdo-dido ol + il 2 Ji+hida—tads=dods
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(’(;z) Aa f(n) a1 /() Al
AAL 22Dy Wdy4dgdy 2l 22y 4 didg=Pdy A3 2R Dy =Ry =y

De acuerdo con lo anterior:

S,

" o
=4 (/5 iy G -}MZ-AAMM, +Ads TEhn _/\/1,# 7 )*

A

n I . M+ds
/‘L (X 3—AiAa 45 Ao "Gz AAb 42 A5 =

Mt A2 < )+ ..
1

n o _
3(/l§ +hida-Mida Aol G T3+ 28a~hids -3 2 13 +hda~hido=dohs

-1 f(n) -1
AL 22 ddo~2ids~Pods

.1

L) A 4 L0
Al 2R3 ~Ads +Anks DAL 2D +Aids—AoAs

la cual es vdlida siempre y cuando ninguno de
los valores propios seaigual auno, si para algtin
i,1<i<3,A =1, entonces "'+ A7 +...+ 1=n
y se recurre al mismo procedimiento aplicado
para obtener la expresion 4.1, se obtiene:

Y o Ty @ )+
8, =4 (%-Mz—ihiwbih O el +Aoks FER RNV IZN

n A+As 1) )F -
A (/Iz—lllzw/lz—lm O B Al + A Ta~hda4hds=lods

n [ Jatda ) )+ .
A (AJ? +da-dida A): G T3+ 280 ~hids-os ;L]/lz I3 +hida~hida=dohs
S 410 -1 410 -1
B Mhg=Mdatihy Al Aot dds=Aody  AAl 2adidy-MAs—AhAs
4.2)
En un segundo caso, si 4, = 4, entonces
por 2.6 la matriz T en 2.9 corresponde a:
A1 0
T={0 4, 0
0 0 4,
Ademds, segtin 2.7:
2 2
A 24, A
P=11 1 A
1 0 1
— 1 24 A (Az =22 )
W-2Y @2 Wk
=>P" — 1 _ Atk Midy
= A T2 T4z
1 -24 MIZ
(-1, ¥ (=1} (-1}
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Por tanto, en 2.9:

A oA 0 ¢,
X, =P [0 A 0 [P |c |+
0 0 A Co
/()
P4&vn—l+Tn—2+.“+T0).P—l. 0
0
A oA 0 €,
X, =P |0 A 0 [P e |+
0 0 A Co
-1
G A G+, =n,) 0 Q)
P05 0 [P0
0 i 0

Alresolvereste productoy tomarladltima
fila de la matriz resultante, se concluye que:

s, -anl e

: e o )
- 24/1 +3 /11 Py INvE 2}“1 A -240h+73
o B2, o o )
A QO T2l Bvigei T 24, prEyNE

n}»”'(—l—cl/1 2+ My 7 )+

(e w2 )
2 Mgy 1/1,+7M A A=Ayl 12 22404, iM. Ay

n- 1( Mty 5 )
nl; i3 A,/Z+m oty 1 TR i + A FES YRR
f(n\“""z ua.»("*’l‘ ") )t S) a5
T4=Ab, T A-pih+22 T A JR-224A, 403

4.3)

Estaférmulase puedeutilizarcuandotodos
los valores propios son distintos de uno, en caso

contrario si /1 =1, 2 (¥ )=1Ln (n-1)
y A+ A 2 +.. +l—n posteriormente el

procedimiento de resolucién es equivalente
a lo expuesto con anterioridad. Podria ocurrir

también que i2= 1, endicho caso simplemente

ATt 4+ AT 4. 41, se sustituye por n

Portltimo, si A . =ﬂ.2=l distintosde uno,
tendriamos por 2.6 que la matriz T'en 2.9 es:

10
T=[0 2, 0
0 0 4
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Ademas, de acuerdo con 2.7:

‘,112 24, 1
P=[ 1 0
0 0
0 0 1
> pP'=10 1 A
1 =22, A
Entonces en 2.9:
woagt ,
X, =P (0 A  n" P e [+
0 0 Al ¢
f(n)
P +1 4 x ") P | 0
0

Para continuar con este desarrollo, es
necesario utilizar:

1 (G-1) - 7"('1 \1)(" 2) siox=1
Z(T'x ) [N 6 eel
"~ (*n 3nx? = 2n°x + n°x” + 4nx +n® +2r)

(4.4)

lo cual se puede demostrar sin mayor dificultad
por induccién matemadtica. Luego:

n -1 nln-1 n-2
Ay nif (nz )j'l ¢
X =P |0 /1'1” }’l/lf—l -P_I- ¢ |+
0 0 Al Co
A 1A —
Al (/]—1)2 A (3 -1p (n +/1 n/l )
-
P' 0 ;’]771
0 0
(212—2 S+ n® =3nAl Ay —n 4200 )L
7,—|)’ n n*h, + 0 =303 +dnd| —n+ 247 iy
(,}kl,lf_l, G 1Y (n+Ml nl)
A
7
/(n)
.pt. 0
0

Al tomar la dltima fila de este producto
se obtiene:
S, =Alc, + n/'L,"" (c1 = ¢ )+ %n}L[”Z (n —l)(co/lf =2, +¢c, )+

f(n)% u m |)‘ Qz A =204 + 0’ =3nAf +4nld, —n+ 207 ))
(4.5)

Si A,=1,=A, por 3.3 y 4.4 se reemplaza

nl

2 (G 4)=tnlo - 1)2 (G042 )= tnn - 1) - 2)
YA + A+ + 1 =nen 2.9, lo que nos da
como resultado:

S, = ey +ndi e, = A )+ tndi P (n —l)(coﬂ.,Z -2¢,4, +¢, )+

S@)en(e-1)n-2)
(4.6)

Ejemplos

Ejemplo 1. Definimos la sucesion recursiva
S =8 . +S +2S +n®+ 3" sujeta a las
n+3 n+3 n+2 n+l

condiciones SO =1, S1 =1, 52 =1. Formando
el sistema de ecuaciones:

S =S8 ,+S  +25 +n*+3"
S’n+2 = Sn+2
S1n+1 = Sn+1

se tiene que la matriz asociada al sistema es

11 2

4=|1 0 0|y las condiciones iniciales estdn
010 1

dadas por x,=|1

El polinomio caracteristico de la matriz
A es: P(A)=A°-A*-A-2 cuyas raices son
2,-L+1if3,-1=1i\/3. Por 4.1 se tiene
que corresponde a:

S, =20 (4B L) + 2 Qi3 - 1) + 23 (L3 - 1) 4
23631 + 1B 1B 1)+
R LE SACRE) T CUNCENO FRY CHEREY P
R S B DD ES
12" 422" -1n® 13" +16" +

Z‘Ti«/gnz(j%i«/gf%)”’ﬁi«/gnz(%i«/g*%)MVn,nEIN U{)}

Ejemplo 2. Definamos la sucesion recursiva
S =58 ,-35 =35  +9S —5"+sinnsujeta
a las condiciones iniciales S0=1, Sl=0, Sz= -1.

Formando el sistema de ecuaciones:
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Sn+3 = 5Sn+2 - 3Sn+1 - 9Sn -5" +sinn
S'l+2 = Sn+2
Sn+1 n+l

se tiene que la matriz asociada al siste-

5 -3 -9
ma es A=|1 0 0 | y las condiciones
0 1 0 -1
iniciales estdn dadas por X,=|0 |. El

1
polinomio caracteristico de la matriz A es:

P(A)=A*-5A*43A49 cuyas raices son A=3
de multiplicidad algebraica dos y A= -1 de
multiplicidad algebraica uno. Por 4.3 tenemos
que S, corresponde a:

S, =1isinn-13"n-4%15"n —}7(—1)’ sinn-33" sinn+%(—1)’ o
13" 4 4 (-5) -15" + 215" + 13" nsinnvn,ne INU {)}

Conclusiones

El algoritmo desarrollado en este trabajo
finaliza unaserie de resultados conducentes ala
resolucion de relaciones de recurrencialineales
con coeficientes constantes tanto homogénea
como no homogénea.

Los resultados permiten programar for-
mas de resolucion de recursividades de una
manera rdpida y eficiente. A futuro se espera
desarrollar una aplicacion que se fundamente
en estos insumos tedricos para solucionar
completamente el problema.
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